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Òåîðèÿ è ðàñ÷åò öèôðîâûõ ôèëüòðîâ ñ èìïóëüñ-
íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè êîíå÷íîé äëèíû
Ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó, èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîíå÷íîé äëèíû, íàçûâàþò ñèñòåìîé ñ êî-
íå÷íîé èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé (ÊÈÕ) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÊÈÕ-
ôèëüòðîì.

Õîðîøî èçâåñòíû òðè êëàññà ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ÊÈÕ ôèëüòðîâ ñ ëèíåéíîé
ôàçîé: ìåòîäû âçâåøèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ îêíà, ìåòîäû ÷àñòîòíîé âûáîðêè,
à òàêæå ìåòîäû ðàñ÷åòà îïòèìàëüíûõ (ïî ×åáûøåâó) ôèëüòðîâ.

Ìåòîä âçâåøèâàíèÿ
Ïîñêîëüêó ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî öèôðîâîãî ôèëüòðà H(ejω)

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ÷àñòîòû, åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðÿäîì
Ôóðüå:

H(ejω) =
∞∑

n=−∞
h(n)e−jωn

h(n) =
1

2π

∫ 2π

0
H(ejω)ejωn dω

(2.1)

Âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå h(h) ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè
èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè öèôðîâîãî ôèëüòðà. Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøå-
íèÿ (2.1) äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ÊÈÕ ôèëüòðîâ ñâÿçàíî ñ äâóìÿ òðóäíîñòÿìè.
Âî-ïåðâûõ, èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôèëüòðà èìååò áåñêîíå÷íóþ äëè-
íó, ïîñêîëüêó ñóììèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ. Âî-
âòîðûõ ôèëüòð ôèçè÷åñêè íåðåàëèçóåì, ò.ê. èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà íà-
÷èíàåòñÿ â −∞.

Ïðîñòîå óñå÷åíèå ðÿäà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âûáðîñîâ è ïóëüñàöèé
îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ äî è ïîñëå òî÷êè ðàçðûâà. Ëó÷øèå ðåçóëüòàòû äà-
åò ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ ÊÈÕ ôèëüòðîâ, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè
âåñîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íîé äëèíû w(n), íàçûâàåìîé îêíîì, äëÿ
ìîäèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå â ôîðìóëå (2.1) ñ òåì, ÷òîáû óïðàâ-
ëÿòü ñõîäèìîñòüþ ðÿäà Ôóðüå.

Ñâåðõó ïîêàçàíà ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà H(ejω) è åå
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå h(n). Íèæå ïîêàçàíà âåñîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êî-
íå÷íîé äëèíû w(n) è åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå W (ejw). Äëÿ áîëüøèíñòâà
ïðèåìëåìûõ îêîí ôóíêöèÿ W (ejw) èìååò ãëàâíûé ëåïåñòîê, ñîäåðæàùèé
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Ðèñ. 1: Èëëþñòðàöèÿ ìåòîäà âçâåøèâàíèÿ
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ïî÷òè âñþ ýíåðãèþ îêíà, è áîêîâûå ëåïåñòêè, êîòîðûå îáû÷íî áûñòðî çàòó-
õàþò. ×òîáû ïîëó÷èòü ÊÈÕ-àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè H(ejω) ôîðìèðóåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ĥ(n) = h(n)w(n), â òî÷íîñòè ðàâíàÿ 0 çà ïðåäåëàìè
èíòåðâàëà −M ≤ n ≤ M . Òðåòüÿ ïàðà ãðàôèêîâ ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ĥ(n) è åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Ĥ(ejω), ðàâíîå, î÷åâèäíî,
êðóãîâîé ñâåðòêå ôóíêöèé H(ejω) è W (ejω), ïîñêîëüêó ĥ(n) = h(n)w(n)
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì h(n) è w(n).

Ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g(n) ðàâíà çàäåðæàííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ĥ(n) è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå èñêîìîé èì-
ïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ôèëüòðà.

Áûëî ïðåäëîæåíî ìíîãî îêîí, àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäàííûå õàðàêòå-
ðèñòèêè. Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû ïðÿìîóãîëüíîå îêíî, îáîáùåííîå îêíî
Õýììèíãà è îêíî Êàéçåðà.

Ïðÿìîóãîëüíîå îêíî

N -òî÷å÷íîå ïðÿìîóãîëüíîå îêíî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòîìó óñå÷åíèþ (áåç
ìîäèôèêàöèè ðÿäà Ôóðüå), îïèñûâàåòñÿ âåñîâîé ôóíêöèåé:

wr =





1, −N−1
2 ≤ n ≤ N−1

2 ,
0, äëÿ îñòàëüíûõ n

(2.2)

×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðÿìîóãîëüíîãî îêíà îïèñûâàåòñÿ cîîòíîøå-
íèåì:

Wr(e
jω) =

N−1
2∑

n=−N−1
2

e−jωn =
ejw N−1

2 (1− e−jωN)

1− ejw
=

ejω N
2 − e−jω N

2

ej ω
2 − e−j ω

2

Wr(e
jω) = −sin(ωN

2 )

sin(ω
2 )

(2.3)

Îáîáùåííîå îêíî Õýììèíãà

wh(n) =





α + (1− α)cos(
2πn

N
), −N−1

2 ≤ n ≤ N−1
2 ,

0, èíà÷å
(2.4)
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Ðèñ. 2: ×àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðÿìîóãîëüíîãî îêíà.

ïðè÷åì α ëåæèò â ïðåäåëàõ îò 0 äî 1. Ñëó÷àé α = 0.54 ñîîòâåòñòâóåò îêíó
Õàííà.

×àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàññìàòðèâàåìîãî îêíà ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè
ó÷åñòü, ÷òî îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðÿìîóãîëü-
íîãî îêíà è îêíà, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé (2.4), íî äëÿ âñåõ n.

wh(n) = wr(n)(α + (1− α)cos(
2πn

N
)), (2.5)

ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îáîáùåííîãî îêíà Õýììèí-
ãà ðàâíà êðóãîâîé ñâåðòêå ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ïðÿìîóãîëüíîãî îêíà
Wr(e

jω) ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ è ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

Wh(e
jω) = Wr(e

jω)∗(αu0(ω)+
1− α

2
u0(ω− 2π

N
)+

1− α

2
u0(ω+

2π

N
)), (2.6)

îòêóäà

Wh(e
jω) = αWr(e

jω) +
1− α

2
Wr(e

j(ω− 2π
N )) +

1− α

2
Wr(e

j(ω− 2π
N )) (2.7)

Øèðèíà ãëàâíîãî ëåïåñòêà ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè îêíà Õýììèíãà â
äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî îêíà. Îäíàêî óðîâåíü áîêîâûõ
ëåïåñòêîâ â ñëó÷àå îêíà Õýììèíãà çíà÷èòåëüíî íèæå, ÷åì ó õàðàêòåðèñòèêè
ïðÿìîóãîëüíîãî îêíà.
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Ðèñ. 3: ×àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííîãî îêíà Õýììèíãà.

−12pi/N −8pi/N −4pi/N 0 4pi/N 8pi/N 12pi/N
−10

0

10

20

30

40

50

60

W
h
(ejω)

Ðèñ. 4: ×àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííîãî îêíà Õýììèíãà (ñóììà ñîñòàâëÿþùèõ).
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Íà ðèñóíêå 4 õîðîøî âèäíî, êàêèì îáðàçîì ïðè èñïîëüçîâàíèè îêíà
Õýììèíãà äîñòèãàåòñÿ ïîäàâëåíèå áîêîâûõ ëåïåñòêîâ ïðè îäíîâðåìåííîì
ðàñøèðåíèè ãëàâíîãî ëåïåñòêà: áîêîâûå ëåïåñòêè ôóíêöèè Wr(e

j(ω± 2π
N )) íà-

õîäÿòñÿ â ïðîòèâîôàçå ñ áîêîâûìè ëåïåñòêàìè Wr(e
jw), ïîýòîìó îáùèé

óðîâåíü áîêîâûõ ëåïåñòêîâ çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåòñÿ. Â òî æå âðåìÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ øèðèíà ãëàâíîãî ëåïåñòêà ÷àñòîòíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè.

Ïðè ðàñ÷åòå ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò ðàñøèðåíèå ãëàâíîãî ëåïåñòêà ñî-
îòâåòñòâóåò ðàñøèðåíèþ ïåðåõîäíîé ïîëîñû ìåæäó ïîëîñàìè ïðîïóñêàíèÿ
è íå ïðîïóñêàíèÿ, òîãäà êàê óìåíüøåíèå óðîâíÿ áîêîâûõ ëåïåñòêîâ ñîîòâåò-
ñòâóåò ìåíüøèì ïóëüñàöèÿì â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ.

Îêíî Êàéçåðà

Çàäà÷à ðàñ÷åòà õîðîøèõ îêîí ñâîäèòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷å îòûñ-
êàíèÿ îãðàíè÷åííûõ âî âðåìåíè ôóíêöèé, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå êîòîðûõ
íàèëó÷øèì îáðàçîì àïïðîêñèìèðóþò ôóíêöèè, îãðàíè÷åííûå ïî ÷àñòîòå,
ò.å. èìåþò ìèíèìàëüíóþ ýíåðãèþ çà ïðåäåëàìè çàäàííîãî äèàïàçîíà ÷à-
ñòîò. Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è â çàìêíóòîé ôîðìå äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé âðåìåíè áûë ââåäåí êëàññ òàê íàçûâàåìûõ âûòÿíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ
âîëíîâûõ ôóíêöèé. Ýòè ôóíêöèè èìåþò äîñòàòî÷íî ñëîæíûé âèä. Ïîýòîìó
Êàéçåð â êà÷åñòâå íàèëó÷øåãî îêíà ïðåäëîæèë îòíîñèòåëüíî ïðîñòóþ àï-
ïðîêñèìàöèþ ýòèõ ôóíêöèé. Ýòà àïïðîêñèìàöèÿ, íàçâàííàÿ îêíîì Êàéçåðà,
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

wk(n) =
I0(β

√
1− ( 2n

N−1)
2)

I0(β)
(2.8)

β - êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ êîìïðîìèññ ìåæäó ìàêñèìàëüíûì óðîâ-
íåì áîêîâûõ ëåïåñòêîâ è øèðèíîé ãëàâíîãî ëåïåñòêà (èëè äîëåé îáùåé
ýíåðãèè â ãëàâíîì ëåïåñòêå) ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè îêíà, à I0(x)-ôóíêöèÿ
Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà.

×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèñêðåòíîãî îêíà Êàéçåðà â çàìêíóòîé ôîð-
ìå íå ïîëó÷åíà, íî Êàéçåð ïîêàçàë, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè îêíà
÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðîïîðöèîíàëüíà
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sin(β

√√√√(
ω

ωβ
)2 − 1)

√√√√(
ω

ωβ
)2 − 1

(2.9)

ãäå âåëè÷èíà wβ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà øèðèíå ãëàâíîãî ëåïåñòêà ÷à-
ñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Îêíî Êàéçåðà ÿâëÿåòñÿ ïî ñóùåñòâó îïòèìàëüíûì îêíîì â òîì ñìûñëå,
÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîé äëèíû, êîòîðàÿ èìååò
ìèíèìóì ýíåðãèè ñïåêòðà çà ïðåäåëàìè íåêîòîðîé çàäàííîé ÷àñòîòû. Åùå
îäíèì îïòèìàëüíûì îêíîì ÿâëÿåòñÿ îêíî Äîëüôà-×åáûøåâà, îáåñïå÷èâà-
þùåå ìèíèìàëüíóþ øèðèíó ãëàâíîãî ëåïåñòêà ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè
ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå áîêîâûõ ëåïåñòêîâ.

Îäíàêî íè îäíî èç ýòèõ îêîí íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îïòèìàëüíóþ â ìèíè-
ìàêñíîì ñìûñëå àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîëüíîé èäåàëüíîé ÷àñòîòíîé õàðàê-
òåðèñòèêè, ïîñêîëüêó â äåéñòâèòåëüíîñòè õàðàêòåðèñòèêà ôèëüòðà ÿâëÿåò-
ñÿ ðåçóëüòàòîì ñâåðòêè ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê îêíà è èäåàëüíîãî ôèëü-
òðà. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå îïòèìàëüíûõ îêîí, îïòèìàëüíûõ
ôèëüòðîâ, êîòîðûå ðàññ÷èòûâàëèñü áû ñ èõ ïîìîùüþ íå ñóùåñòâóåò.

Âòîðîé ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ - ìåòîä ÷àñòîòíîé âûáîðêè
ÊÈÕ ôèëüòð ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî çàäàí êàê êîýôôèöèåíòàìè èì-

ïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè h(n), òàê è êîýôôèöèåíòàìè ÄÏÔ èìïóëüñíîé
õàðàêòåðèñòèêè H(k).

H(k) =
N−1∑

n=0
h(n)e−j 2∗π

N nk (2.10)

h(n) =
1

N

N−1∑

k=0
H(k)ej 2π

N nk (2.11)

Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ÄÏÔ ÊÈÕ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, ðàâíûå H(k), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çíà÷åíèÿ z-ïðåîáðàçîâàíèÿ
èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ôèëüòðà, íàéäåííûå â N ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷-
êàõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ò.å.

H(k) = H(z)
∣∣∣∣z = ej 2π

N k (2.12)
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Òàêèì îáðàçîì, z-ïðåîáðàçîâàíèå èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ÊÈÕ-ôèëüòðà
ìîæíî ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ÄÏÔ åãî èìïóëüñíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè, åñëè ïîäñòàâèòü (2.11) â âûðàæåíèå äëÿ z-ïðåîáðàçîâàíèÿ:

H(z) =
N−1∑

n=0
h(n)z−n =

N−1∑

n=0


 1

N

N−1∑

k=0
H(k)ej 2π

N nk


 z−n (2.13)

Ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è ñóììèðóÿ ïî n, ïîëó÷èì

H(z) =
N−1∑

k=0

H(k)

N

N−1∑

n=0

[
ej 2π

N kz−1
]n

=
N−1∑

k=0

H(k)

N

1− ej2πkz−N

1− ej 2π
N kz−1

(2.14)

Ïîñêîëüêó ej2πk = 1, òî ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä:

H(z) =
1− z−N

N

∑

k=0
N − 1

H(k)

1− z−1ej 2π
N k

(2.15)
÷òî è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåçóëüòàòîì.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.15) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîëüíîé
íåïðåðûâíîé ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ñëåäóåò ïðîèçâåñòè åå äèñêðåòèçà-
öèþ ïî ÷àñòîòå â N ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷êàõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è
íàéòè íåïðåðûâíóþ ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó èíòåðïîëèðóÿ îòñ÷åòû ÷à-
ñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Â ýòîì ñëó÷àå îøèáêè àïïðîêñèìàöèè íà ÷àñòîòàõ âçÿòèÿ âûáîðêè áóäóò
â òî÷íîñòè ðàâíû 0 è èìåòü êîíå÷íóþ âåëè÷èíó â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ.

Äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè ÷àñòü ÷àñòîòíûõ îòñ÷åòîâ öå-
ëåñîîáðàçíî ñäåëàòü íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Çíà÷åíèÿ ýòèõ íåçàâèñè-
ìûõ îáû÷íî ðàññ÷èòûâàþò ìåòîäàìè îïòèìèçàöèè, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ìèíèìèçèðîâàòü íåêîòîðóþ ïðîñòóþ ôóíêöèþ îøèáêè àïïðîêñèìàöèè. Â
êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî âûáðàòü íàïðèìåð ÷àñòîòíûå îò-
ñ÷åòû, ðàñïîëîæåííûå â ïåðåõîäíîé ïîëîñå ìåæäó äâóìÿ ïîëîñàìè, âíóòðè
êîòîðûõ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îïðåäåëåíà.

×òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó ïðè òàêîé ìåòîäèêå îïòèìèçàöèè ÷àñòî ëèøü
íåñêîëüêî èç N ÷àñòîòíûõ îòñ÷åòîâ ìîãóò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü îøèáêó
àïïðîêñèìàöèè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ H(z) íà åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè.

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà:

H(ejω) =
e−jω (N−1)

2

N

N−1∑

k=0

H(k)e−j πk
N sin(ωN

2 )

sin(ω
2 − πk

N )
(2.16)
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Ðèñ. 5: 'Òî÷êè ïåðåõîäíîé îáëàñòè.'

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôèëüòðà ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèåé ÷àñòîòíûõ èíòåðïîëèðóþùèõ ôóíêöèé âèäà:

S(ω, k) = e−j πk
N

sin(ωN
2 )

sin(ω
2 − πk

N )
= ±e−j πk

N
sin(N(ω

2 − πk
N ))

sin(w
2 − πk

N )
(2.17)

ñî çíà÷åíèÿìè ÷àñòîòíûõ îòñ÷åòîâ H(k) â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ. Òà-
êèì îáðàçîì, âêëàä êàæäîãî ÷àñòîòíîãî îòñ÷åòà â îáùóþ ÷àñòîòíóþ õàðàê-
òåðèñòèêó ïðîïîðöèîíàëåí åãî çíà÷åíèþ H(k), óìíîæåííîìó íà ôóíêöèþ
sin(Nω

2 )/sin(ω
2 ), ñìåùåííóþ ïî ÷àñòîòå íà πk

N . Îêàçàëîñü, ÷òî èíòåðïîëèðó-
þùèå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ ÷àñòîòíûìè îòñ÷åòàìè èç ïåðåõîäíîé ïîëîñû,
îáåñïå÷èâàþò õîðîøåå ïîäàâëåíèå ïóëüñàöèé â ïðèìûêàþùèõ ÷àñòîòíûõ
îáëàñòÿõ. Òàêèì îáðàçîì, îïòèìèçàöèÿ çíà÷åíèé òîëüêî òåõ íåçàäàííûõ ÷à-
ñòîòíûõ îòñ÷åòîâ, êîòîðûå ëåæàò â ïðåäâàðèòåëüíî âûáðàííûõ ïåðåõîäíûõ
ïîëîñàõ, ìîæíî ïîëó÷èòü ôèëüòðû ñ î÷åíü õîðîøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè

×òîáû íàéòè îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ íåçàäàííûõ ÷àñòîòíûõ îòñ÷åòîâ íóæ-
íî ñîñòàâèòü è ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêè îïèñûâàþùèõ
çàäà÷ó ðåàëèçàöèè.

íà ðèñóíêå èëëþñòðèðóåòñÿ òèïè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ ôèëüòðà ïðè ðàñ-
÷åòå ìåòîäîì ÷àñòîòíîé âûáîðêè. ×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôèëüòðà çàäà-
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íà â ïîëîñàõ ω < ω1 è ω > ω2 è íå çàäàíà â ïåðåõîäíîé ïîëîñå ω1 < ω < ω2
ìåæäó íèìè. Íåîáõîäèìî îïòèìèçèðîâàòü ÷àñòîòíûå îòñ÷åòû T1 è T2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H(ejω) ìîæíî âûðàçèòü â âèäå:

H(ejω) = e−jω N−1
2

KM∑

k=0
H(k)S(ω, k) = e−jω N−1

2 H∗(ejω), (2.18)

ãäå S(ω, k) - ðåçóëüòèðóþùàÿ ÷àñòîòíàÿ èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, à
(KM +1) ðàâíî ÷èñëó ÷àñòîòíûõ îòñ÷åòîâ, êîòîðûå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü.

Èç ôîðìóëû (2.18) ñëåäóåò, ÷òî

H∗(ejω) =
KM∑

k=0
H(k)S(ω, k) (2.19)

Íèæå ïðè ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèé áóäåò èñïîëüçîâàíà äåéñòâèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ H∗(ejω), ïîñêîëüêó ìíîæèòåëü ñ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ôàçû ïðè
ïðîåêòèðîâàíèè ôèëüòðà ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.

Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñóíêå Ðèñ.5 ôóíêöèþ H∗(ejω) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
áîëåå ïðîñòîé ôîðìå:

H∗(ejω) = B(ω) + T1A1(ω) + T2A2(ω) (2.20)
Çäåñü B(ω) ó÷èòûâàåò âêëàä â H∗(ejω) âñåõ çàäàííûõ ÷àñòîòíûõ îòñ÷å-

òîâ, à A1(ω) è A2(ω) - âêëàäû îò äâóõ íåçàäàííûõ ÷àñòîòíûõ îòñ÷åòîâ ñ
àìïëèòóäàìè T1 è T2.

×òîáû íàéòè ýòè íåçàäàííûå ÷àñòîòíûå îòñ÷åòû, íåîáõîäèìî äëÿ ÷à-
ñòîò â ïðåäåëàõ ïîëîñ 1 è 2 ñîñòàâèòü ñèñòåìó îãðàíè÷èâàþùèõ óðàâíåíèé.
Òèïè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ òàêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîãóò áûòü ñëå-
äóþùèå:

1.
∣∣∣∣H∗(ejω)− Ĥ(ejω)

∣∣∣∣ ≤ ε, äëÿ ω â ïîëîñå 1.

2. Ìèíèìèçèðóåòñÿ ìàêñèìóì
∣∣∣∣H∗(ejω)− Ĥ(ejω)

∣∣∣∣ äëÿ ω â ïîëîñå 2 ïîä-
áîðîì T1 è T2.

Çäåñü ω - çàäàííàÿ ïîãðåøíîñòü. Äðóãîé ñïîñîá çàäàíèÿ îãðàíè÷åíèé çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ìèíèìèçèðóåòñÿ ìàêñèìóì

∣∣∣∣W (ejω)
[
H∗(ejω − Ĥ(ejω))

]∣∣∣∣
â ïîëîñàõ 1 è 2 ïîäáîðîì T1 è T2. Çäåñü W (ejω) - èçâåñòíàÿ âåñîâàÿ ôóíê-
öèÿ îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè.
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Ïðèâåäåííûå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü ôîðìàëèçîâàíû, åñëè ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèÿ (2.20) çàïèñàòü êàæäîå èç ýòèõ îãðàíè÷åíèé äëÿ áîëüøîãî
÷èñëà ÷àñòîò â ïðåäåëàõ çàäàííîãî äèàïàçîíà.

Òàê, íàïðèìåð, èç ïåðâîé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé âûòåêàþò ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà:

T1A1(ωm) + T2A2(ωm) ≤ ε−B(ωm) + Ĥ(ejωm),

−T1A1(ωm) + T2A2(ωm) ≤ ε + B(ωm)− Ĥ(ejωm),





ωm â ï. 1

T1A1(ωm) + T2A2(ωm)− T3 ≤ −B(ωm) + Ĥ(ejωm),

−T1A1(ωm)− T2A2(ωm)− T3 ≤ B(ωm)− Ĥ(ejωm).





ωm â ï. 2

(2.21)
ãäå T3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàêñèìóì îøèáêè àïïðîêñèìàöèè â ïîëîñå 2.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ èìååò âèä, ïðèãîäíûé äëÿ ðåøåíèÿ ìåòî-
äàìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé ìîæíî çàïèñàòü âòîðóþ
ñèñòåìó íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ T1, T2, T3. Â îáùåì ñëó÷àå,
êîãäà ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà çàäàåòñÿ íà íåñêîëüêèõ ó÷àñòêàõ, ðàçäåëåí-
íûõ ïåðåõîäíûìè ïîëîñàìè, â êîòîðûõ ÷àñòîòíûå îòñ÷åòû íå çàäàíû, ìîæ-
íî ñîñòàâèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî ýòèõ íåèçâåñòíûõ
÷àñòîòíûõ îòñ÷åòîâ è ðåøèòü åå ìåòîäàìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Èòàê, ïðè ðàñ÷åòå ôèëüòðîâ ìåòîäîì ÷àñòîòíîé âûáîðêè èñïîëüçóþòñÿ
ëèøü òå êîýôôèöèåíòû ÄÏÔ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ôèëüòðà, êîòî-
ðûå íàõîäÿòñÿ â èíòåðåñóþùèõ íàñ ïîëîñàõ, à îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû
ÄÏÔ, ïîïàäàþùèå â ïåðåõîäíûå ïîëîñû, ñ÷èòàþòñÿ íåçàäàííûìè. Îòíîñè-
òåëüíî ýòèõ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ, îïèñûâàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ÷àñòîòíóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó. Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó ìåòîäàìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
ïîëó÷àþò çíà÷åíèÿ íåçàäàííûõ ÷àñòîòíûõ îòñ÷åòîâ.

Äâà âèäà ÷àñòîòíûõ âûáîðîê

Ïðè ðàñ÷åòå ôèëüòðîâ ìåòîäîì ÷àñòîòíîé âûáîðêè âîçìîæíû ñëåäóþ-
ùèå äâà âèäà ðàçáèåíèÿ: fk = k

N , k = 0, N − 1 è fk =
(k+ 1

2 )
N , k = 0, N − 1.

Òàê êàê N ìîæåò áûòü ÷åòíûì è íå÷åòíûì, òî ïîëó÷èì ÷åòûðå âàðèàíòà:
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Ðèñ. 6: Âàðèàíòû ÷àñòîòíûõ âûáîðîê.

Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ôèëüòðîâ. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç â
îäíîé òî÷êå z-ïëîñêîñòè
Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷ó ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ z-ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ñèãíàëà â
íåêîòîðîé òî÷êå íà z-ïëîñêîñòè.

Òåîðåòè÷åñêè ñïåêòð ìîæíî èçìåðèòü â ëþáîé òî÷êå z1 íà z-ïëîñêîñòè.

Sn(z1) = x(n)+x(n−1)z−1
1 +x(n−2)z−2

1 + ...+x(n−N +1)z−N−1
1 (2.22)

èëè

Sn(z1) =
n∑

m=n−N+1
x(m)z−(n−m), (2.23)

ãäå N -÷èñëî îòñ÷åòîâ, ïî êîòîðûì íàõîäèòñÿ îöåíêà ñïåêòðà. Âî ìíîãèõ
ïðèëîæåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè êîãäà ñïåêòð ñèãíàëà ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, ïðè-
õîäèòñÿ èçìåðÿòü Sn(z1) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé n, ò.å. çíà÷åíèÿ
S0(z1), S1(z1), S1(z1) è ò.ä.
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Òàêîé ñïîñîá èçìåðåíèé íàçûâàþò ñêîëüçÿùèì ñïåêòðàëüíûì èçìåðåíè-
åì, îíî îáåñïå÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò ñìåùåíèÿ íà îäèí îòñ÷åò âïåðåä âðåìåííîãî
îêíà (ñîäåðæàùåãî N îòñ÷åòîâ) è ïîâòîðåíèÿ èçìåðåíèÿ.

Àíàëèç ôîðìóë (2.22) è (2.23) ïîêàçûâàþò, ÷òî ñêîëüçÿùåå ñïåêòðàëüíîå
èçìåðåíèå â îäíîé òî÷êå z = z1 ýêâèâàëåíòíî ôèëüòðàöèè ÊÈÕ-ôèëüòðîì
ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé âèäà:

h(n) = z−n
1 , 0 ≤ n ≤ N − 1. (2.24)

Ïðîàíàëèçèðîâàâ âûðàæåíèÿ äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñïåêòðàëüíûõ
èçìåðåíèé Sn−1(z1) è Sn(z1), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíóþ
ôîðìóëó:

Sn(z1) = z−1
1 Sn−1(z1) + x(n)− z−N

1 x(n−N). (2.25)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñêîëüçÿùèõ ñïåêòðàëüíûõ èçìåðå-

íèé ñèãíàëà â îäíîé òî÷êå z = z1 äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü âñåãî äâà êîì-
ïëåêñíûõ óìíîæåíèÿ.

Àëãîðèòì Áëþñòåéíà
Àëãîðèòì ÁÏÔ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ N

- òî÷å÷íîãî ÄÏÔ ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî N èìååò ìíîãî ñîìíîæèòå-
ëåé. Îäíàêî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ÄÏÔ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òàêæå òðåáóþùèå âûïîëíåíèÿ ïîðÿäêà N log N îïå-
ðàöèé. Ê íèì îòíîñèòñÿ è àëãîðèòì Áëþñòåéíà, ïðèìåíèìûé ïðè ëþáûõ N
è îñíîâàííûé íà öèôðîâîé ôèëüòðàöèè, ýêâèâàëåíòíîé âû÷èñëåíèþ ÄÏÔ.

Ðàññìîòðèì öèôðîâîé ôèëüòð ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé h(n) âèäà:

h(n) =





0, n < 0,

ej πn2

N , 0 ≤ n ≤ 2N − 1,
0, n ≥ 2N

(2.26)

Ïðè ïîäà÷å íà åãî âõîä N -òî÷å÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x(n), 0 ≤ n ≤
N − 1, âûõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y(n) íà èíòåðâàëå N ≤ n ≤ 2N − 1
áóäåò ðàâíà

y(n) =
N−1∑

r=0
x(r)h(n− r), N ≤ n ≤ 2N − 1 (2.27)

ïóñòü k = n−N
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y(k) =
N−1∑

r=0
x(r)h(k+N−r) =

N−1∑

r=0
x(r)ej( π

N )(k+N−r)2, 0 ≤ k ≤ N−1, (2.28)

îòêóäà

y(k) = ejπ(k2

N )ejπN
N−1∑

r=0
[x(r)ejπ r2

N

︸ ︷︷ ︸
w(r)

]e−j( 2π
N )rk. (2.29)

Èç ôîðìóëû (2.29) ñëåäóåò, ÷òî âûõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y(k) ðàâíà
âçâåøåííûì (âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû ejπ(k2

N )ejπN) îòñ÷åòàì ÄÏÔ N -
òî÷å÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà x(r)ejπ r2

N .
Îñíîâíîé ñìûñë àëãîðèòìà Áëþñòåéíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ

ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ÄÏÔ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñðåäñòâîì åå
ëèíåéíîé ôèëüòðàöèè.

Òåîðèÿ è àïïðîêñèìàöèÿ öèôðîâûõ ôèëüòðîâ ñ
áåñêîíå÷íûìè èìïóëüñíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
Ìåòîäû ðàñ÷åòà öèôðîâûõ ôèëüòðîâ ñ áåñêîíå÷íûìè èìïóëüñííûìè õà-

ðàêòåðèñòèêàìè (ÁÈÕ-ôèëüòðû) ïðèìåíèìû ïðè óñëîâèè, ÷òî ôèëüòðû ÿâ-
ëÿþòñÿ ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûìè è, êîíå÷íî, óñòîé÷èâûìè. Äëÿ èìïóëüñ-
íûõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ ôèëüòðîâ h(n) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îãðàíè-
÷åíèÿ:

h(n) = 0,∀n < 0. (2.30)

∞∑

n=0
|h(n)| < ∞ (2.31)

Íàèáîëåå îáùàÿ ôîðìà çàïèñè z-ïðåîáðàçîâàíèÿ èìïóëüñíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè ÁÈÕ-ôèëüòðîâ èìååò âèä:

H(z) =
∞∑

n=0
h(n)z−n =

∑M
i=0 biz

−i

1 +
∑N

i=1 aiz−i
(2.32)
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Çäåñü ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ai îòëè÷åí îò íóëÿ, ïðè-
÷åì ñðàçó âñå êîðíè çíàìåíàòåëÿ íå ìîãóò â òî÷íîñòè êîìïåíñèðîâàòüñÿ
êîðíÿìè ÷èñëèòåëÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôèëüòð ñ z-ïðåîáðàçîâàíèåì èì-
ïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè

H(z) =
(1− z)−8

(1− z)−1 , (2.33)

óäîâëåòâîðÿþùèì îáùåé ôîðìóëå (2.33). Òàê êàê êîðåíü z = 1 çíàìå-
íàòåëÿ êîìïåíñèðóåòñÿ êîðíåì z = 1 ÷èñëèòåëÿ, òî ôàêòè÷åñêè ôóíêöèÿ
H(z) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì îò z−1 ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ, òàê
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h(n) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ÊÈÕ-ôèëüòðó.

Ôèëüòð ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé âèäà (2.33) èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, êî-
íå÷íîå ÷èñëî íóëåé (M) è ïîëþñîâ (N). Íóëè H(z) ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ
íà âñåé z-ïëîñêîñòè, íî ïîëþñû H(z) â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè óñòîé÷è-
âîñòè ôèëüòðà îáÿçàòåëüíî äîëæíû ðàçìåùàòüñÿ âíóòðè êðóãà åäèíè÷íîãî
ðàäèóñà.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü òðè îñíîâíûå ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ôèëüòð:
êâàäðàò àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè, ôàçîâóþ õàðàêòåðèñòèêó è õàðàêòå-
ðèñòèêó ãðóïïîâîé çàäåðæêè.

Êâàäðàò àìïëèòäíîé õàðàêòåðèñòèêè

Ïðè ðàñ÷åòå ÁÈÕ-ôèëüòðà ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèè òîëüêî àì-
ïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè (ò.å. áåç ó÷åòà ôàçîâîé õàðàêòåðèñòèêè) óäîáíåå
âñåãî îïåðèðîâàòü ñ êâàäðàòîì àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè.

|H(ejω)|2 = |H(z)H(z−1)| |z=ejω (2.34)

Ôàçîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà

Òàê êàê ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ÁÈÕ-ôèëüòðà â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé îò ω, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è àìïëèòóäíóþ è ôàçî-
âóþ õàðàêòåðèñòèêè ôèëüòðà:

β(ejω) = arctg





Im[H(z)]

Re[H(z)]





z

= ejω (2.35)
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Õàðàêòåðèñòèêà ãðóïïîâîé çàäåðæêè

Õàðàêòåðèñòèêà ãðóïïîâîé çàäåðæêè ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñðåäíåé çàäåðæêè â
ôèëüòðå êàê ôóíêöèè ÷àñòîòû è çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τg(e
jω) = −dβ(ejω)

dω
= −jz

dβ

dz
|z=ejω (2.36)

Ïðåäïî÷òèòåëüíà ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ãðóïïîâîé
çàäåðæêè âî âñåé ïîëîñå (èëè ïîëîñàõ) ïðîïóñêàíèÿ ôèëüòðà.

Ìåòîäû ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ ÁÈÕ-ôèëüòðà
Ðåøåíèå çàäà÷è ðàñ÷åòà ôèëüòðîâ ñâîäÿòñÿ ê íàõîæäåíèþ çíà÷åíèé åãî

êîýôôèöèåíòîâ (bj, ai) â ôîðìóëå (2.33), îáåñïå÷èâàþùèõ àïïðîêñèìàöèþ
çàäàííûõ õàðàêòåðèñòèê ôèëüòðà, òàêèõ, êàê èìïóëüñíàÿ è ÷àñòîòíàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêè, õàðàêòåðèñòèêà ãðóïïîâîé çàäåðæêè è äð. â òîì èëè èíîì
ñìûñëå (íàïðèìåð, â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì èëè ìèíèìàêñíîì).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò òðè îñíîâíûõ ïóòè ïîñòðîåíèÿ ÁÈÕ-
ôèëüòðîâ. Ïåðâûé ìåòîä ïðåäïîëàãàåò ðàñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùåãî ôèëüòðà
íåïðåðûâíîãî âðåìåíè è åãî äèñêðåòèçàöèþ. Ýòîò ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçî-
âààòü ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñòàíäàðòíûõ ôèëüòðîâ.

Äðóãóþ ãðóïïó ìåòîäîâ ðàñ÷åòà öèôðîâûõ ÁÈÕ-ôèëüòðîâ îáðàçóþò ïðÿ-
ìûå ìåòîäû ðàñ÷åòà â z-ïëîñêîñòè. ×àñòî óäàåòñÿ íàéòè òàêîå ðàñïîëîæå-
íèå ïîëþñîâ è íóëåé, ïðè êîòîðîì îáåñïå÷èâàåòñÿ íåêîòîðàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ íåïîñðåäñòâåííî çàäàííûõ õàðàêòåðèñòèê ôèëüòðà.

Òðåòèé, òàêæå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ïîäõîä ê ðàñ÷åòó ÁÈÕ-ôèëüòðîâ çà-
êëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóð îïòèìèçàöèè äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêîãî
ðàñïîëîæåíèÿ ïîëþñîâ è íóëåé â z-ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì îáåñïå÷èâàåòñÿ
àïïðîêñèìàöèÿ â òîì èëè èíîì ñìûñëå çàäàííîé õàðàêòåðèñòèêè ôèëüòðà.

Ðàñ÷åò öèôðîâûõ ôèëüòðîâ ïî ôèëüòðàì íåïðåðûâíîãî âðå-
ìåíè
Õîðîøî èçâåñòíû òàêèå êëàññû àíàëîãîâûõ ôèëüòðîâ, êàê ôèëüòðû Áàò-

òåðâîðòà, ôèëüòðû ×åáûøåâà òèïà I è II è ôèëüòðû Êàóýðà (ýëëèïòè÷åñêèå
ôèëüòðû).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ àíàëîãîâîãî ôèëüòðà (ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè)
ðàâíà:
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H(s) =

∑M
i=0 bis

i

∑N
i=1 aisi

=

∏M
i=1(s + ci)

∏
i=1 N(s + di)

, (2.37)

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ai è bi èçâåñòíû.
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ôèëüòðà èìååò âèä:

N∑

i=0
ai

diy(t)

dti
=

∑

i=0
Mbi

dix(t)

dti
(2.38)

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ìåòîäàìè äèñêðåòèçàöèè àíàëîãîâîãî ôèëü-
òðà ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (2.37) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:
1. ìåòîä îòîáðàæåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ;
2. ìåòîä èíâàðèàíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè;
3. ìåòîä áèëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ;
4. ìåòîä ñîãëàñîâàííîãî z-ïðåîáðàçîâàíèÿ;
Îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ìåòîäîâ äèñêðåòèçàöèè àíàëîãîâîé ñèñòåìû

çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå äèôôåðåíöèàëîâ â åå äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè
íà êîíå÷íûå ðàçíîñòè, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ðàçíîñòíûå óðàâíå-
íèÿ.

Ïðè ýòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:
1. Îñü jΩ èç s-ïëîñêîñòè äîëæíà îòîáðàæàòüñÿ â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü

íà z-ïëîñêîñòè.
2. Òî÷êè èç ëåâîé ïîëîâèíû s-ïëîñêîñòè ïîñëå îòîáðàæåíèÿ äîëæíû ðàñ-

ïîëàãàòüñÿ âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â z-ïëîñêîñòè.
Âûïîëíåíèå ïåðâîãî òðåáîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü ñåëåêòèâíûå ñâîé-

ñòâà àíàëîãîâîé ñèñòåìû, à âûïîëíåíèå âòîðîãî ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîëó÷àþ-
ùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå îòîáðàæåíèÿ óñòîé÷èâîé àíàëîãîâîé ñèñòåìû äèñêðåò-
íàÿ ñèñòåìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ðàçíîñòåé áóäóò èìåòü
ìåñòî ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:

dy
dt → y(n)−y(n−1)

T , s = 1−z−1

T , z = 1
1−sT , s = jω,
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s−plane z−plane

Ðèñ. 7: Îáðàòíûå ðàçíîñòè.

s−plane z−plane

Ðèñ. 8: Ïðÿìûå ðàçíîñòè.

{
Re[z]− 1

2

}2
+ {Im[z]}2 =

(
1

2

)2
(2.39)

dy
dt → y(n+1)−y(n)

T , s = z−1
T , z = 1 + st, s = jΩ, z = 1 + jΩT .

Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò òîãî, èñïîëüçóþòñÿ ëè ïðîñòûå ïðÿìûå
èëè ïðîñòûå îáðàòíûå ðàçíîñòè, õàðàêòåðèñòèêè àíàëîãîâîãî ôèëüòðà ïðè
ýòîì íå ñîõðàíÿþòñÿ, ïîýòîìó äëÿ äèñêðåòèçàöèè àíàëîãîâûõ ôèëüòðîâ
îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ äðóãèå ìåòîäû.

Ìåòîä èíâàðèàíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè

Â ýòîì ìåòîäå â êà÷åñòâå èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ðàññ÷èòûâàåìîãî
öèôðîâîãî ôèëüòðà èñïîëüçóåòñÿ äèñêðåòèçîâàííàÿ èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà ñîîòâåòñòâóþùåãî àíàëîãîâîãî ïðîòîòèïà.
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Ðèñ. 9: Ìåòîä èíâàðèàíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîñòûõ ïîëþñîâ ïåðåõîä îò H(s) ê H(z) îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ, ïðè êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ çàìåíà

1

s + di
→ 1

1− z−1e−diT
, (2.40)

çäåñü T -ïåðèîä äèñêðåòèçàöèè, à ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà öèôðîâî-
ãî ôèëüòðà, ðàññ÷èòûâàåìîãî ìåòîäîì èíâàðèàíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èì-
ïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè, îáðàçóåòñÿ ïóòåì íàëîæåíèé ÷àñòîòíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè äèñêðåòèçóåìîãî àíàëîãîâîãî ôèëüòðà:

H(ejΩT ) =
1

T

∞∑

l=−∞
H(jΩ + jlΩs), (2.41)

ãäå Ωs = 2π
T - óñëîâèå ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè öèôðîâîãî ôèëüòðà.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà øèðèíîé 2π/T èç s-
ïëîñêîñòè îòîáðàæàåòñÿ íà z-ïëîñêîñòü. Ïîýòîìó âñå ñìåæíûå ïîëîñû èç s-
ïëîñêîñòè áóäóò ïðè îòîáðàæåíèè íàêëàäûâàòüñÿ äðóã íà äðóãà â z-ïëîñêîñòè.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíî-
ãî àíàëîãîâîãî ôèëüòðà è öèôðîâîãî ôèëüòðà ñîîòâåòñòâîâàëè äðóã äðóãó,
íåîáõîäèìî ÷òîáû ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ àíàëîãîâîãî ôèëüòðà íàõîäèëàñü â
ïðåäåëàõ äèàïàçîíà −π

T ≤ Ω ≤ π
T . Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ íåîáõî-

äèìî äî íà÷àëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûé ôèëüòð íèæíèõ
÷àñòîò, ãàðàíòèðóþùèé ñîîòâåòñòâóþùåå îãðàíè÷åíèå ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ
àíàëîãîâîãî ôèëüòðà.
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Ðèñ. 10: Ìåòîä áèëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Áèëèíåéíîå z-ïðåîáðàçîâàíèå

Ñóùåñòâóåò ïðîñòîå îòîáðàæåíèå èç s-ïëîñêîñòè â z-ïëîñêîñòü, ñâîáîä-
íîå îò ïåðå÷èñëåííûõ íåäîñòàòêîâ è â òîæå âðåìÿ ñîõðàíÿþùåå óäîáíóþ
àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó. Îíî íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, èñ-
ïîëüçóþùèì ñëåäóþùóþ çàìåíó:

s → 2

T

(1− z−1)

(1 + z−1)
, (2.42)

èëè

z =
2
T + s
2
T − t

, z =
2
T + jΩ
2
T − jΩ

(2.43)

Òàêèì îáðàçîì, âñÿ îñü jΩ èç s-ïëîñêîñòè îòîáðàæàåòñÿ â åäèíè÷íóþ
îêðóæíîñòü íà z-ïëîñêîñòè; ëåâàÿ ïîëóïëîñêîñòü s-ïëîñêîñòè îòîáðàæàåòñÿ
â åäèíè÷íûé êðóã, à ïðàâàÿ ïîëóïëîñêîñòü s-ïëîñêîñòè - â îáëàñòü ðàñïî-
ëîæåííóþ âíå åäèíè÷íîãî êðóãà íà z-ïëîñêîñòè.

Òàê êàê â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü íà z-ïëîñêîñòè îòîáðàæàåòñÿ âñÿ îñü
jΩ èç s-ïëîñêîñòè, òî ýôôåêòû ñâÿçàííûå ñ íàëîæåíèÿìè â ÷àñòîòíîé õà-
ðàêòåðèñòèêå öèôðîâîãî ôèëüòðà, õàðàêòåðíûå äëÿ ìåòîäà èíâàðèàíòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè, â äàííîì ñëó÷àå áóäóò îòñóò-
ñòâîâàòü.

Îäíàêî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷àñòîòàìè àíàëîãîâîãî ôèëüòðà Ω è öèô-
ðîâîãî ôèëüòðà ω îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûì.



52

Ω → 2

T
tan(

ωT

2
) (2.44)

Ïî ýòîé ïðè÷èíå, íàïðèìåð, áèëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåëüçÿ èñïîëü-
çîâàòü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ àíàëîãîâîãî äèôôåðåíöèðóþùåãî ôèëüòðà â
öèôðîâîé äèôôåðåíöèàòîð. Ñóùåñòâóåò, ïðàâäà, äîâîëüíî áîëüøîé êëàññ
ôèëüòðîâ, äëÿ êîòîðûõ ÷àñòîòíàÿ äåôîðìàöèÿ, îïèñûâàåìàÿ (2.44) ìîæåò
áûòü ñêîìïåíñèðîâàíà. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ôèëüòû íèæíèõ è âåðõíèõ ÷àñòîò,
ïîëîñîâûå è ðåæåêòîðíûå ôèëüòðû.

Ñîãëàñîâàííîå z-ïðåîáðàçîâàíèå

×åòâåðòûé ìåòîä äèñêðåòèçàöèè àíàëîãîâûõ ôèëüòðîâ îñíîâàí íà íåïî-
ñðåäñòâåííîì îòîáðàæåíèè ïîëþñîâ è íóëåé èç è íóëè íà z-ïëîñêîñòè. Ïðè
òàêîì îòîáðàæåíèè ïîëþñ (èëè íóëü) â òî÷êå s = −a ïëîðñêîñòè s îòîá-
ðàæàåòñÿ â ïîëþñ (èëè íóëü) â òî÷êå z = e−aT ïëîñêîñòè z, ãäå T -ïåðèîä
äèñêðåòèçàöèè:

s + a → 1− z−1e−aT (2.45)
Åñëè ïîëþñû (èëè íóëè) êîìïëåêñíûå, òî (2.45) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

(s+a−jb)(s+a+jb) = (s+a)2+b2 → 1−2z−1e−aT cos(bT )+e−2aT (2.46)

Ïîëþñû öèôðîâîãî ôèëüòðà, ðàñ÷èòûâàåìîãî ìåòîäîì ñîãëàñîâàííîãî
z-ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãîâîãî ôèëüòðà îêàçûâàþòñÿ èäåíòè÷íûìè ïîëþ-
ñàì, ïîëó÷àåìûì ïðè èíâàðèàíòíîì ïðåîáðàçîâàíèè èìïóëüñíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè òîãî æå àíàëîãîâîãî ôèëüòðà, îäíàêî íóëè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷à-
þòñÿ.

Âîîáùå èñïîëüçîâàíèå èíâàðèàíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìïóëüñíîé õà-
ðàêòåðèñòèêè èëè áèëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëü-
çîâàíèÿ ñîãëàñîâàííîãî z-ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ìåòîäû ðàñ÷åòà àíàëîãîâûõ ôèëüòðîâ íèæíèõ ÷àñòîò
Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðàñ÷èòàòü íîðìèðîâàííûé ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò ñ ÷à-

ñòîòîé ñðåçà Ω = 1 ðàä/c.
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Ôèëüòðû Áàòòåðâîðòà

Ôèëüòðû Áàòòåðâîðòà íèæíèõ ÷àñòîò õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî èìåþò
ìàêñèìàëüíî ãëàäêóþ àìïëèòóäíóþ õàðàêòåðèñòèêó â íà÷àëå êîîðäèíàò s-
ïëîñêîñòè.

Êâàäðàò àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè íîðìèðîâàííîãî (ò.å. ÷àñòîòà ñðå-
çà Ωc = 1 ðàä/ñ) ôèëüòðà Áàòòåðâîðòà ðàâåí:

|H(Ω)|2 =
1

1 + (Ω2)n
, (2.47)

ãäå n-ïîðÿäîê ôèëüòðà. Àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàÿ ôóíêöèþ (2.47) íà âñþ
s-ïëîñêîñòü, ïîëó÷èì:

H(s)H(−s) =
1

1 + (−s2)n
(2.48)

Âñå ïîëþñû ôîðìóëû (2.48) íàõîäÿòñÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè íà îäè-
íàêîâîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà â s-ïëîñêîñòè. Âûðàçèì ïåðåäàòî÷íóþ
ôóíêöèþ H(s) ÷åðåç ïîëþñû, ðàñïîëàãàþùèåñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè s:

H(s) =
K0

n∏

k=1
(s− sk)

, sk = ejπ[ 12+ (2k−1)
2n ], k = 1, n (2.49)

k0-êîíñòàíòà íîðìèðîâàíèÿ.
Íà ïðàêòèêå ïîðÿäîê ôèëüòðà Áàòòåðâîðòà îáû÷íî ðàññ÷èòûâàþò èñõîäÿ

èç óñëîâèÿ îáåñïå÷åíèÿ îïðåäåëåííîãî îñëàáëåíèÿ íà íåêîòîðîé çàäàííîé
÷àñòîòå Ωt > 1. Ïîðÿäîê ôèëüòðà, îáåñïå÷èâàþùèé íà ÷àñòîòå Ω = Ωt

óðîâåíü àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè, ðàâíûé 1
A , ìîæíî íàéòè èç ñîîòíî-

øåíèÿ:

n =
lg(A2 − 1)

2 lg(Ωt)
(2.50)

Ôèëüòðû Áåññåëÿ

Ôèëüòðû Áåññåëÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ìàêñèìàëüíî ãëàäêîé õàðàêòåðèñòè-
êîé ãðóïïîâîé çàäåðæêè â íà÷àëå êîîðäèíàò â s-ïëîñêîñòè. Ïåðåäàòî÷íàÿ
ôóíêöèÿ ôèëüòðîâ Áåññåëÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:
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H(s) =
d0

Bn(s)
(2.51)

ãäå Bn(s) - ôóíêöèÿ Áåññåëÿ n-ãî ïîðÿäêà, à d0 - êîíñòàíòà íîðìèðîâà-
íèÿ, ðàâíàÿ

d0 =
2n!

2nn!
(2.52)

Ôóíêöèè Áåññåëÿ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ðåêóðñèâíîìó ñîîòíîøå-
íèþ:

Bn(s) = (2n− 1)Bn−1(s) + s2Bn−2(s) (2.53)
Ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè B0(s) = 1 è B1(s) = s+1. Ýòè ôóíêöèè ìîæíî

òàêæå ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Bn(s) =
n∑

k=0
dks

k (2.54)

ãäå

dk =
(2n− k)!

2n−kk!(n− k)!
(2.55)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôèëüòðû Áåññåëÿ èìåþò òîëüêî ïîëþñû, êîòîðûå
ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè. Â îòëè÷èå îò ôèëüòðîâ Áàòòåðâîðòà

÷àñòîòà ñðåçà ôèëüòðîâ Áåññåëÿ Ωc çàâèñèò îò èõ ïîðÿäêà, ÷òî çàòðóä-
íÿåò ðàáîòó ñ íèìè. ×àñòîòó ñðåçà ôèëüòðà Áåññåëÿ n-ãî ïîðÿäêà ìîæíî
íàéòè, àíàëèçèðóÿ ïîâåäåíèå åãî àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè íà
âûñîêèõ ÷àñòîòàõ

Ωc = d
1/n
0 (2.56)

Ôèëüòðû ×åáûøåâà

Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ôèëüòðîâ ×åáûøåâà ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøàÿ âåëè-
÷èíà ìàêñèìàëüíîé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè â çàäàííîé ïîëîñå ÷àñòîò. Â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ãäå ìèíèìèçèðóåòñÿ îøèáêà àïïðîêñèìàöèè - â ïîëî-
ñå ïðîïó÷êàíèÿ èëè â ïîëîñå íåïðîïóñêàíèÿ, ðàçëè÷àþò ôèëüòðû ×åáûøåâà
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òèïà I è II. Êâàäðàò àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè ôèëüòðà ×åáûøåâà òèïà
I n-ãî ïîðÿäêà îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì:

|H(Ω)|2 =
1

1 + ε2T 2
n(Ω)

, (2.57)

ãäå Tn(Ω)-ïîëèíîì ×åáûøåâà n-ãî ïîðÿäêà, ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíûé:

Tn(Ω) =

{
cos(n arccos(Ω)), |Ω| ≤ 1
ch(n arch(Ω)), |Ω| > 1

, (2.58)

à ε - ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ïóëüñàöèè â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ.
Ñâîéñòâî îïòèìàëüíîñòè ôèëüòðîâ ×åáûøåâà òèïà I ïîðÿäêà n çàêëþ-

÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êàêîãî-ëèáî äðóãîãî ôèëüòðà n-ãî ïîðÿäêà,
ñîäåðæàùåãî òîëüêî ïîëþñû, êîòîðûé èìåë áû òàêèå æå èëè ëó÷øèå õà-
ðàêòåðèñòèêè è â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ è â ïîëîñå íåïðîïóñêàíèÿ.

Ôèëüòðû ×åáûøåâà òèïà II (èíîãäà èõ íàçûâàþò òàêæå îáðàòíûìè ôèëü-
òðàìè ×åáûøåâà) îáåñïå÷èâàþò ìîíîòîííîå èçìåíåíèå îñëàáëåíèÿ â ïîëî-
ñå ïðîïóñêàíèÿ è ðàâíîâåëèêèå ïóëüñàöèè â ïîëîñå íåïðîïóñêàíèÿ. Íóëè
ôèëüòðîâ ýòîãî òèïà ðàñïîëàãàþòñÿ íà ìíèìîé îñè â s-ïëîñêîñòè, à ïîëþ-
ñû - â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Êâàäðàò àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè:

|H(Ω)|2 =
1

1 + ε2


 Tn(Ωr)

Tn(Ωr/Ω)




2 , (2.59)

ãäå Ωr - íàèíèçøàÿ ÷àñòîòà, íà êîòîðîé â ïîëîñå íåïðîïóñêàíèÿ äîñòè-
ãàåòñÿ çàäàííûé óðîâåíü îñëàáëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ êâàäðàòà àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ôèëü-
òðîâ ×åáûøåâà òèïîâ I è II ïðè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ n. Âî âñåõ ýòèõ ôèëüòðàõ
ãðàíèöà ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ íàõîäèòñÿ ïðè Ω = 1, ãäå |H(1)|= 1

1 + ε2 , à ãðà-
íèöà ïîëîñû íåïðîïóñêàíèÿ ðàñïîëîæåíà ïðè Ω = Ωr, ãäå |H(Ωr)|2 = 1

A2 .
Ôèëüòðû ×åáûøåâà òèïà I èìåþò ïðîñòûå ïîëþñû â òî÷êàõ sk = σk +

jΩk, ãäå k=1,n, êîòîðûå ëåæàò â s-ïëîñêîñòè íà ýëëèïñå, óðàâíåíèå êîòî-
ðîãî èìåò âèä:

σ2
k

sh2 φ
+

Ω2
k

ch2φ
= 1, (2.60)
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Ðèñ. 11: Îáùèé âèä ôóíêöèè êâàäðïàòà àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè àíàëîãîâûõ ôèëü-
òðîâ ×åáûøåâà íèæíèõ ÷àñòîò òèïà I è II.
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ãäå

σk = − sh φ sin[
(2k − 1)π

2n
], Ωk = ch φ cos[

(2k − 1)π

2n
], (2.61)

sh φ =
γ − γ−1

2
, ch φ =

γ + γ−1

2
(2.62)

γ =


1 +

√
1 + ε2

ε




1/n

(2.63)

Ôèëüòðû ×åáûøåâà òèïà II èìåþò è ïîëþñû è íóëè. Íóëè ÿâëÿþòñÿ
÷èñòî ìíèìûìè è íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ:

sk = j
Ωr

cos






(2k − 1)

2n


 π





, k = 1, 2, ...n (2.64)

Ïðè íå÷åòíûõ n íóëü ñ íîìåðîì k = (n+1)/2 íàõîäèòñÿ íà áåñêîíå÷íî-
ñòè. Ïîëþñû ôèëüòðîâ òèïà II ìîæíî íàéòè, âû÷èñëèâ êîîðäèíàòû îñîáûõ
òî÷åê çíàìåíàòåëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (2.59).

σk =
Ωrαk

α2
k + β2

k

,

Ωk =
−Ωrβk

α2
k + β2

k

,

(2.65)

ãäå

αk = − sh φ sin


(2k − 1)π

2n


 ,

βk = ch φ cos


(2k − 1)π

2n


 ,

(2.66)

ïðè÷åì

sh φ =
γ − γ−1

2
,

ch φ =
γ + γ−1

2
,

(2.67)
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è

γ =
(
A +

√
A2 − 1

)1/n
. (2.68)

Ôèëüòðû ×åáûøåâà òèïà I è II ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ëþáûìè òðåìÿ
èç ñëåäóþèùèõ ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ:
1. n (ïîðÿäîê ôèëüòðà);
2. ε (ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ïóëüñàöèè â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ);
3. Ωr (íàèíèçøàÿ ÷àñòîòà, íà êîòîðîé â ïîëîñå íåïðîïóñêàíèÿ äîñòèãà-

åòñÿ çàäàííîå îñëàáëåíèå);
4. A (ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé îñëàáëåíèå â ïîëîñå íåïðîïóñêàíèÿ).
Ïîðÿäîê ôèëüòðà, íåîáõîäèìûé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé ε,

A è Ωr, îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû:

n =
log(g +

√
g2 − 1)

log(Ωr) +
√

Ω2
r − 1

, (2.69)

ãäå

g =

√√√√A2 − 1

ε
(2.70)

Ýëëèïòè÷åñêèå ôèëüòðû

Ýëëèïòè÷åñêèå ôèëüòðû õàðàòêåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî èõ àìïëèòóäíàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà èìååò ðàâíîâåëèêèå ïóëüñàöèè è â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ è â
ïîëîñå íåïðîïóñêàíèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìàëüíîé
øèðèíû ïåðåõîäíîé ïîëîñû ýëëèïòè÷åñêèå ôèëüòðû ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëü-
íûìè.

Êâàäðàò àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè ýëëèïòè÷åñêîãî ôèëüòðà íèæíèõ
÷àñòîò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

|H(jΩ)|2 =
1

1 + ε2R2
n(Ω, L)

, (2.71)

ãäå Rn(Ω, L)-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ×åáûøåâà, à L-ïàðàìåòð, õàðàêòåðè-
çóþùèé ïóëüñàöèè ôóíêöèè Rn(Ω, L).
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Â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ−1 ≤ Ω ≤ 1 ýòà ôóíêöèÿ îñöèëèðóåò ìåæäó íóëåì
è åäèíèöåé, íà÷èíàÿ ñ ÷àñòîòû Ωl, îíà îñöèëèðóåò ìåæäó L2 è ∞. Ïðè èç-
ìåíåíèè ïàðàìåòðà L âåëè÷èíà Ωl òîæå áóäåò ìåíÿòüñÿ. Ôàêòè÷åñêè ìîæíî
âûáðàòü ëþáûå òðè èç ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ ôèëüòðà (ïîðÿäîê, îñëàáëåíèå
â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ, îñëàáëåíèå âñ ïîëîñå íåïðîïóñêàíèÿ è ïåðåõîäíîå
îòíîøåíèå, èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, ÷àñòîòà ñðåçà Ωl), è ÷åòâåðòûé èç íèõ
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
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